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Modified Statistical Atom Model

The statistical atom model of Thomas and Fermi leads to a wrong behaviour of electron density
near the nucleus. A modified statistical occupation rule has been suggested, which improves this weak-
ness of the model. Whereas the simple statistics of Fermi only satisfy the Pauli exclusion principle, the
modified statistics allows for the Heisenberg uncertainty principle, too, by excluding small momentum
domains of the phase space from occupation by spatially localized electrons. The modified statistics
necessitate a redetermination of the statistical exchange potential. Atomic charge distributions and
expectation values are calculated by the new model and compared with HF-results.

Die statistische Atomtheorie nach Thomas und Fermi liefert ein fehlerhaftes Verhalten der Elek-
tronendichte bei kleinen Kernabstinden. Es wird eine modifizierte statistische Besetzungsvorschrift
vorgeschlagen, die hier zu einer Verbesserung fithrt. Wihrend dje einfache Fermi-Statistik nur das
Pauliprinzip beriicksichtigt, befriedigt die modifizierte Statistik auch die Heisenbergsche Unschérfe-
Relation, indem fiir stark lokalisierte Elektronen Phasenraum-Bereiche mit kleinen Impulsen ver-
boten sind. Die modifizierte Statistik erfordert eine Neubehandlung des statistischen Austausch-
potentials. Dichteverteilungen und verschiedene Erwartungswerte werden mit dem neuen Atom-
modell berechnet und mit exakten Werten verglichen.

Le modéle statistique de 'atome de Thomas et Fermi conduit & un comportement erroné de la
densité électronique au voisinage du noyau. On suggére une régle d’occupation modifiée qui remédie a
cette faiblesse du modele. Alors que la simple statistique de Fermi ne satisfait qu’au principe d’exclusion
de Pauli, la statistique modifiée satisfait aussi au principe d’incertitude de Heisenberg, err excluant de
I’'occupation par des électrons localisés dans I’espace de petits domaines de moment dans I'espace des
phases. La statistique modifiée nécessite une nouvelle évaluation du potentiel d’échange statistique. Les
distributions de charge atomiques et les valeurs moyennes sont calculées a I'aide de ce nouveau modéle
et comparées aux résultats Hartree-Fock.

1. Einleitung

Bekanntlich [1] vermag das auf Thomas [2] und Fermi [3] zuriickgehende
statistische Atommodell keine chemischen Bindungsphidnomene zu erkliren.
Dagegen ist es durchaus méglich, zum einen recht hiibsche, wenn auch grobe
Zusammenhinge zwischen verschiedenen Erwartungswerten sowie der Kern-
ladungszahl herzuleiten [z. B. 4, 5], zum anderen repulsive Effekte einigermalen
genau zu erfassen. Hier wiren etwa die statistische ,ab initio“-Berechnung von
lokalen und halblokalen Besetzungsverbot- oder Pseudopotentialen [6, 6a] und
ein vertieftes Verstidndnis fiir sie zu nennen. Weiterhin lassen sich mit dem statisti-
schen Elektronengas-Modell die abstoBenden Teile von Potentialkurven, spez.
zwischen Systemen mit abgeschlossenen Schalen, vielfach mit ausreichender
Genauigkeit berechnen, etwa fiir Edelgasatom-Streuung, fiir Bornsche Ab-
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stoBungsexponenten von edelgasihnlichen Ionen oder fiir Strahlenschiden in
Festkorpern [7, 8].

Von besonderer Bedeutung aber ist das statistische Atommodell zur Berech-
nung thermodynamischer Zustandsfunktionen fiir Materie unter extrem hohen
Drucken, wie sie im Inneren von Sternen auftreten [9]. Zur Zeit ist es praktisch
unmoglich, die dafiir notwendige Vielzahl von Festkorperrechnungen durch-
zufiihren. Das halbklassische statistische Atommodell erlaubt es dagegen, das .
Problem ohne Schwierigkeiten auf ein einzelnes atomares zu reduzieren.

Im folgenden Abschnitt 2 wird zunéichst das Problem der kinetischen Energie
in der Elektronengastheorie diskutiert. Im Abschnitt 3 werden Versuche be-
sprochen, die statistische kinetische Energiedichte-Formel zu verbessern; ins-
besondere wird ein einfaches Modell priasentiert, welches dies leistet und mit der
Grundidee der Thomas-Fermi-Theorie konsistent ist. In Abschnitt 4 wird auf
dieser Grundlage ein modifiziertes Thomas-Fermisches Atommodell entwickelt.
In Abschnitt 5 werden Ausdriicke fiir die Austauschkorrektur unter Verwendung
der modifizierten Statistik und unter Beriicksichtigung der Selbstwechselwirkung
hergeleitet und in einem modifizierten Thomas-Fermi-Dirac-Modell angewendet.
Im Abschnitt 6 werden schlieBlich mit dem modifizierten statistischen Atommodell
berechnete GroBen mitgeteilt und diskutiert.

2. Das Problem des Statistischen Atommodells

Im Begriffsschema der Hartree-Fock-Theorie 148t sich dic atomare Gesamt-
energie in der Form
E=Ekin+En+Ee+Ea+Ec (1)
schreiben. Dabei bedeuten

E,,, =kinetische Energie der Elektronen,
E, = Kern-Elektronen-Anzichungsenergie,
E, = Elektronen-Wechselwirkung,

E, = Austauschenergie,
E.= Korrelationskorrektur.

Die atomare Einelektronen-Gesamtdichte o(r) (r = Kernabstand) mit
N=[g-dt 2
(N = Elektronen-Zahl) wird wie iiblich aus dem Variationsprinzip fiir die Energie
3,E=0 3)
bestimmt. Die Beitrige E; zur Energie nach Gl (1) werden dabei in der Form
E;=ef0)-g-dr 4
angesetzt. Exakt gilt

p=—— (5)
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(Z = Kernladungszahl) und*!

1 2
te= 5] Qr(lrz) de,. ©)

Die wesentliche Idee der Elektronengastheorie ist nun, als Ndherung fiir die
restlichen, auBerordentlich komplizierten Funktionale ¢;(g) [10] einfache Funk-
tionen von ¢ modellméBig abzuleiten. Der bei weitem groBte Term ist g,;,; mit
ihm wollen wir uns vornehmlich beschiftigen.

Die kinetische Energiedichte

Im Elektronengasmodell von Thomas und Fermi wird der FEinteilchen-
Konfigurationsraum vom Impuls p=0 an aufwirts gemil der Fermi-Dirac-
Statistik mit , klassischen“ Elektronen besetzt; d.h. bei T=0° K z. B. mit der

konstanten Dichte e bis zu einer Maximalenergie ¢, dem Ferminiveau, hinauf.
i

Wir wollen uns im folgenden der Einfachheit halber auf den Fall T = 0 beschrin-
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Fig. 1 Fig. 2
Fig. 1. Radiale Dichte D=4nr?¢ von Ni statistische Methode (normale und modifizierte

Statistik unterscheiden sich praktisch nicht); ————~ Hartree-Fock-Resultat
Fig. 2. Radiale Dichte D =4nr?p von Ni in Kernnihe. statistische Methode (I: normale TFDA-

Rechnung; II: modifizierte Statistik mit y=24); ————— Hartree-Fock-Resultat (die modifizierte
Statistik mit y = 1,6 liefert praktisch die gleiche Kurve)

! Entsprechend dem Vorgehen in der HF-Theorie umfaBt ¢, die Elektronenselbstwechselwirkung.
Auf diese Weise ist es moglich, zu einem lokalen und basisinvarianten Coulombpotential zu gelangen,
im Gegensatz zum Hartree-Potential. Allerdings macht das spezielle Uberlegungen beim statistischen
Austauschpotential erforderlich, s. Abschnitt 5.
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ken?. Das bekannte Resultat [4, 6] ist

3
o ’ /

0. == e 23

8llxm 10 3 Q . (7)

Das gleiche Ergebnis erhilt man auch mittels der HF-Theorie fiir ein System von
N =V-g Elektronen der mittleren Dichte g in einem Potentialkasten vom Volu-
men V fiir V und g beide >> 1. Wendet man Niherung (7) auf ein Atom mit end-
licher Zahl von Elektronen an, die im wesentlichen auf ein endliches Volumen
lokalisiert sind, sind die fehlerhaften Resultate [4] nicht verwunderlich:

Die Elektronendichte zeigt keine Schalenstruktur und bricht bei cinem end-
lichen ,,Atomradius“ ab, anstatt exponentiell zu verschwinden (s. Fig. 1). Besonders
unerfreulich aber ist, daB ¢ in Kernnihe wie r~ 32 gegen oo strebt. Daher ist die
Radialdichte D =4nr?¢ zwar noch integrabel, jedoch in Kernnihe wesentlich
zu groB (s. Fig. 2). Dem entspricht, daB man mit GL (7) viel zu kleine kinetische
Energien erhilt (s. Tabelle 1, Spalte 3). Und die statistisch berechnete Dichte ¢
liefert fdlschliche Ergebnisse fiir Erwartungswerte, die im wesentlichen von den
kernnahen Gebieten bestimmt werden (s. Tabelle 2, Spalte 4).

3. Kinetische Energie-Korrektur

Eine Verbesserung dieses Milstandes wurde bisher auf verschiedenen Wegen
versucht.

Erstens kann man auf exakt quantenmechanischer Basis eine Reihenentwick-
lung der Form . '

Ekin = sl?in + .Zz gl(Q) ’ VLQ (8)
erhalten [10]. Leider lassen sich die Funktionale g,(¢) nur fiir sehr einfache
Modell-Systeme bestimmen [10-13], und weiterhin scheint die Entwicklung (8)
fiir normale (Potential- und) Dichteschwankungen nicht konvergent zu sein [10].
Entsprechend unterscheiden sich auch die Resultate, die fiir g, schon frith auf
Grund von Modellvorstellungen erhalten wurden [14-17]. Die besten Resultate
erhédlt man immer noch, indem man geméd3 Hellmann [18] im Ansatz

Exin = Skin T 95(0) - 40 9)
g5 empirisch an bekannte HF-Atomresultate anpaBt [19-22].

Zweitens kann man, ebenfalls empirisch, die Variationsfunktion ¢ in Gl (3)
von vornherein so ansetzen, daB fiir grofie und speziell kleine r das gewiinschte
Verhalten erzwungen ist [23, 24].

Da beide Ansitze im Rahmen eines konsistenten statistischen Modells nicht
befriedigen konnen, wurde verschiedentlich versucht, das statistische Modell selbst
geeignet zu modifizieren [15, 25, 26], was bisher jedoch nur sehr kompolizierte
oder unbefriedigende Resultate (etwa ¢ =0 in kernnahen Gebieten) gezeitigt hat.

Im folgenden wird nun eine sehr einfache Modellkorrektur vorgeschlagen,
die sich konsistent in die Thomas-Fermi-Theorie einpaBt und (zumindest teilweise)
sehr gute numerische Resultate liefert.

2 Der Fall T >0 bietet keine wesentlichen begrifflichen oder numerischen Schwierigkeiten [4].
Die unten vorgeschlagene modifizierte Statistik 14Bt sich unschwer auf T >0 verallgemeinern.
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Die Heisenberg-Energie

Im TF-Modell werden die Elektronen als klassische Teilchen betrachtet;
quantenmechanische Phinomene werden durch Verwendung einer entsprechen-
den Statistik simuliert. Wesentlich fiir die Quantenmechanik sind zwei Prinzipien:
1. das Pauliprinzip, 2. die Heisenbergsche Unschirfe-Relation. Das Pauliprinzip
besagt, daB die Zellen des Phasenraumes durch Elektronen nicht mehrfach besetzt
werden konnen; dem wird durch die Fermi-Dirac-Statistik Rechnung getragen.
Danach wiren bei T =0 alle Bereiche des Einteilchen-Phasenraumes einfach zu
besetzen, die der schraffierten Fliche in Fig. 3a entsprechen.

€ [ €

a b

Fig. 3. Besetzung des Phasenraumes durch Atom-Elektronen, a) nach der Thomas-Fermi-Statistik,
b) nach der modifizierten Statistik. V = Elektrostatisches Atom-Potential, ez = Ferminiveau, ¢ = Ener-
gie eines herausgegriffenen Elektrons, ¢y = Heisenbergniveau

Anschaulich ist aber plausibel: je tiefer das Energieniveau eines Elektrons liegt,
desto stirker ist es rdumlich lokalisiert; dem entspricht aber keine vergleichbare
Zunahme des mittleren Impulsquadrats. Das heiBt in den energetisch tiefliegenden
Bereichen des Phasenraumes ist die Heisenberg-Relation

i Az (10)
verletzt. Diese Bereiche sollten daher von einer Besetzung mit Elektronen aus-
genommen werden [vgl. auch 15, 27]. Dementsprechend soll der Phasenraum
gemil der Fermi-Dirac-Statistik nicht von der Energie ¢ = — oo an, sondern erst
oberhalb der Energie ¢y besetzt werden, wie es fiir T =0 schematisch in Fig. 3b
angedeutet ist. &g wollen wir Heisenberg-Niveau nennen.

Im Anhang A wird &y abgeschétzt. Das approximative Resultat ist

=722, an

wobei y eine K onstante der GréBenordnung Eins ist (je nach der zugrunde gelegten
Modellvorstellung z. B. 2,4, 1,8 oder 0,8).

Kinetische Energiedichte nach der modifizierten Statistik

Ein Elektron im Abstand r vom Kern hat nun einen Mindestimpuls, der sich aus
2

tp > 32— +V()> ey (12)
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zu
Parin =)/ Max[0; 2(s5— V (r))] (13)
ergibt, wihrend man fiir den Maximalimpuls an der Fermigrenze
Pvax =}/ 2(ex — V(1)) (14)

1 C
erhilt. Mit der Zustandsdichte e im Phasenraum berechnet sich die mittlere

kinetische Energiedichte beim Kernabstand r nach der modifizierten statistischen
Besetzungsvorschrift zu
PMax p2

1 1
Gin Q= 73 { Anp*dp 5= T(E'f(pf/lax"pfnin): (15)

Pmin

wihrend der Maximalimpuls py,, mit der Elektronendichte ¢ iiber

— 1 ijax 4 Zd — 1 ( 3 3 16
0= 1 Anpdp= 5 (Prax Pinin) (16)
verkniipft ist. Durch Eliminieren von py,, erhdlt man aus (15) und (16)
1
&in " Q= 1072 (3¢ + I’:?;in)s/3 — Pavial - (17)

Fiir gg= — 00, d. h. ppi, =0, geht Gl. (17) in Gl. (7) iiber.

Um die Giite des Modells zu priifen, wurden aus Hartree-Fock-Dichten
einiger Atome [28] die kinetischen Energien nach der Fermi-Statistik (GL (7)) und
der modifizierten Statistik (Gln. (13a), (17), (A18)) berechnet. Die Resultate finden
sich in Tabelle 1. Die vorgeschlagene Modifikation verringert den Fehler bei allen
Atomen mit Ausnahme des Wasserstoffs um mindestens eine Zehnerpotenz. Wah-
rend nach der Fermi-statistischen Formel die kinetischen Energien um 4-11%
zu klein herauskommen, fithrt das modifizierte Modell nur noch zu Fehlern von
einigen /.

Tabelle 1. Kinetische Energien einiger Atome [in aE]?

berechnet aus der SCF-Dichte

statistisch quantenmechanisch nach modifizierter
Z Atom nach Gl. (7) Statistik, Gl. (17), y=2,4
1 H 0,29 (42) 0,50 0,35 (30)
2 He 2,56 (11) 2,86 2,89 ( ,8)
4 Be 13,1 (10) 14,6 147 (.7
10 Ne 117,8 (- 8) 128,6 128,5 (,1)
18 Ar 4900 (1) 526,8 5263 (,1)
28 Ni 1408, (7) 1507, 1498, ( ,6)
36 Kr 2591, ( 6) 2752, 2743, ( 3)
54 Xe 6860, ( 5) 7232, 7199, (,5)
72 Hf 13636, ( 5) 14321, 14250, (.5
86 Rn 20898, ( 4) 21867, 21795, {(.3)
102 No 31426, ( 4) 32790, 32665, ( ,4)

2 Zahlen in Klammern: Abweichung in % vom exakten quantenmechanischen SCF-Wert.
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4. Modifiziertes Statistisches Atommodell

Auf der Basis der so modifizierten Statistik soll nun in der iiblichen Weise [4]
eine modifizierte Thomas-Fermi-Gleichung des statistischen Atommodells ab-
geleitet werden. Zunéchst wollen wir den Austausch- und Korrelations-Term in
Gl (1) vernachldssigen. Es ist also

zZ
E=j{—7+se+ekin}gdr, (18)
wobei fiir ¢, gemédB der Poisson-Gleichung
Ag, = —2mg (19)
gilt. Das in &, nach Gl. (17) auftretende p,,;, hingt nach GL (13) nur in den kern-

Z
nahen Gebieten von V(r) ab. Dort kann V(r) gut durch ~ approximiert

Penin X l/Max [O; 2 (sH + %)} (13a)

schreiben kénnen. Da jetzt p,,;, nicht mehr von ¢ abhingt, liefert die Variation
beziiglich ¢ die schr einfache Beziehung

werden, so daB3 wir

VA 1 3 23
—T+2-se+~2—(p§,in——;—-zlse) =¢. (20
Mit den transformierten Variablen
3
128
und
¢=1+—;—(g—2-se) (22)
1468t sich Gl. (20) auf die Normalform
" 3/2 .
¢ _ (i) — Max3” (0; 1 5) (23)
x X X
mit
3
972
0=—tu"|/ 15572 @9
bringen. Die Elektronendichte ist durch
327Z% ¢"(x)
=T x @

gegeben. Die Forderung, dafl das Integral iiber die Dichte endlich und gleich N sei,
liefert die beiden Randbedingungen

pO=1, o= 2N

N

+xg - @' (xg)» (26)
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wobei sich der Atomradius xi aus der Forderung gE
Xr

b(xg)=0 27

=0 iiber die Gleichung

ergibt.

Um zu untersuchen, wie sich die Elektronendichte des neuen Modells bei
kleinen Kernabstinden verhilt, wird die Gl. (23) iterativ integriert, was auf die
Reihenentwicklung

d)(x)=1—A~x—%——z—(é—A)-xs/z—i(éz—Az)-x7/2+i((3—A)-x4
70 20
(28)

252 —— (63~ A% x°2 4+ 0(x%)
fiihrt. Dabei ist A die negative Anfangssteigung der gesuchten Funktion ¢(x).

Wiihrend sich ¢ im urspriinglichen Modell wie r~3/2 verhilt, haben wir in
diessm Modell g~r~"2. Die damit erreichte wesentliche Verbesserung der
radialen Dichte in Kernnéhe ist aus Fig. 2 ersichtlich. Fiir y=2,4 (Gl (A18))
erhilt man die Kurve II, wihrend fiir y = 1,8 (Gl. (A14)) die statistische Kurve fast
mit dem Hartree-Fock-Resultat zusammenfillt.

5. Austauschkorrektur

Wihrend das Hartree’sche Potential das effektive Einelektronenpotential
sehr gut approximiert, trifft dies fiir das elektrostatische Hartree-Fock-Potential,
spez. im Fall leichter Atome, nicht zu, da letzteres die Elektronenselbstwechsel-
wirkung einschlieB3t [vgl. 297. Es sollte daher eine wesentliche Verbesserung be-
deuten, wenn man die Austauschkorrektur mitberiicksichtigt (die Korrelations-
korrektur mit ca. 1 eV pro Elektron bei der Energie ist um eine GroBenordnung
kleiner).

Die Austauschkorrektur darf jedoch nicht durch den bekannten Ausdruck

3
31/3
== |/ e 29)

erfolgen. Vielmehr muB3, damit das modifizierte Modell konsistent bleibt, bei der
Berechnung von ¢, ebenfalls die neue statistische Besetzungsvorschrift von Ab-
schnitt 3 herangezogen werden. Anderenfalls wiirde ¢, in Kernnihe zu grol werden
und das relativ schwache Anwachsen von ¢ wieder zunichte machen.

Nach Gombas [6] ist die mittlere Austauschenergiedichte pro Elektron im
Falle eines freien EBektronengases im Volumen V

1 Az 4n
1=——_ A .t A--=——‘—““—. 30
R I A AP (0
vV
Ersetzt man die Summationen niherungsweise durch Integrationen tiber — =y dp,
erhilt man
8;= - fj |2 pzdpja (31)

167r ‘0 Ipl
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wobei als Integrationsgrenzen p,;. und py., gemiB Gln. (13), (14) zu beriicksich-
tigen sind. Die explizite Auswertung des Mehrfachintegrals (31) liefert

4 »
T
mit N
_ - 1+¢
FQ=(+0 =00~ = ng (3)

Fiir p,,;, =0 (normale Statistik) geht Gl (32) in Gl (29) iiber.

Wie in Ref. [29] diskutiert, scheint das in der Ndherung des freien Elektronen-
gases berechnete Austauschpotential im wesentlichen den Nettoaustausch ohne
EinschluB der Selbstwechselwirkung zu erfassen3. Wiihrend letztere im Falle von
Festkorperrechnungen, spez. bei Verwendung von Blochfunktionen, vernach-
lassigbar klein ist, trifft dies bei Atomrechnungen, an denen wir interessiert sind,
wegen der starken Lokalisierung der Elektronen keinesfalls zu. Speziell bei mitt-
leren und groBen Kernabstidnden ist die Modifizierung des Austauschpotentials
bei EinschluB des Selbstwechselwirkungseffektes bedeutend, so daB selbiger von
Wichtigkeit fiir Eigenschaften des ,,Atomrandes” wie z. B. thermodynamische
Drucke ist.

Die Selbstwechselwirkung 148t sich nach Amaldi [29, 30] durch
approximieren, fiir die Austauschenergiedichte wire also

1
aaz——ﬁ'ae+s§ (34)

zu setzen. An die Stelle der modifizierten Thomas-Fermi-Gleichungen (20)}~(27)
treten dann die modifizierten Thomas-Fermi-Dirac-Amaldischen (TFDA)-
Gleichungen (20a)(27a):

Z 1 1/, 3n 23
- T + 2(1 _W> g+ ?(pmin_ 7 Age)

3

=3 1+¢ —
—l/—Zn—z-Ase-(l g)(1——2 1———-+C)=s
pmm
pMax
V _ .Z.r (21a)

e

+
¢ + Max3/? [—1» —~5;0D2/3
X X

@"(x)\'"? 1+¢ 1-¢
e (5] a-ofi- e

3 Eine genauere Beschreibung der Verhiltnisse findet sich in Anhang B.

(20a)

mit

II

¢
¢ _
o ( (23a)
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31/ 3
K:
4 222<1— 1)

mit

oz L
3
o= —oy 1/ o’ BT (24a)
128 z* (1 - —)
N
3277 1 i
0="5 (1 7\7’) "S:x) (252)
Z—-N+1
Bloen) = T e x) (26a)
15
Bl = — o KX @72)

Der logarithmische Term in Gl. (23a) hat das Auftreten von logarithmischen
Gliedern in der zu Gl (28) analogen Entwicklung zur Folge. Das erste dieser
zusitzlichen Glieder ergibt sich zu x' %3 Inx, was einem Glied r'/® - Inr in der Ent-
wicklung von ¢ nach r entspricht. Der fiihrende Term r~%/? in der Entwicklung von
¢ (s. Ende Abschnitt 4) wird also durch die Beriicksichtigung des Austausches
gemil Gl. (34) nicht beeinfluBit. Auf GI. (29) trifft das nicht zu.

Abschlielend sei noch bemerkt, daB die Korrektur des Austauschpotentials
fiir niedrige Elektronendichten von Gombéas [6] im statistischen Atommodell
nicht angewendet werden kann, da die entsprechende Differentialgleichung keine
physikalisch sinnvolle Losung besitzt.

6. Resultate

Die Gleichungen des modifizierten statistischen TFDA-Modells von Ab-
schnitt 5 wurden numerisch integriert, auBer in Kernnghe, wo die Losung durch
eine Reihenentwicklung approximiert werden mub.

Wihrend, wie schon gesagt, das modifizierte Atommodell die Elektronendichte
in Kernndhe besser beschreibt (s. Fig, 2), unterscheidet es sich fiir mittlere und
groBe Kernabstinde nicht wesentlich von den normalen statistischen Resultaten
(s. Fig. 1). Dementsprechend liefert auch das neue Modell keine wesentlich
anderen Ergebnisse fiir Erwartungswerte, die von den mittleren und &ulleren
Bereichen der Elektronenwolke bestimmt werden wie Suszeptibilititen, Streu-
amplituden, thermodynamische Drucke usw.

Dagegen werden Erwartungswerte verbessert, die von den kernnahen Gebieten
abhingen, so etwa Gesamtenergien oder kernmagnetische Abschirmkonstanten

2
o= %—(r”).

Entsprechende Resultate finden sich in den Tabellen 2 und 3. In Fig. 4 finden
sich Molvolumen-Energie-Kurven. Optimale Gesamtenergien werden also mit
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Tabelle 2. Gesamtenergien einiger Atome

Hartree-Fock-Energie  Fehler in % bei Rechnung nach dem

statistischen modifizierten statistischen Modell
Z  Atom in aE TFDA-Modell y=24 y=10
4 Be 14,6 60 19 -2
10 Ne 129 40 15 1
18 Ar 527 30 12 1
36 Kr 2752 23 9 2
8 Rn 21867 16 7 2

Tabelle 3. Kernmagnetische Abschirmkonstanten [in 1073 aE]

z Atom Hartree-Fock- modifiziertes statistisches
Methode TFDA-Modell, y=2,4  TFD-Modell
4 Be 0,15 0,16 0,21
10 Ne 0,55 0,57 0,65
18 Ar 1,24 1,27 1,37
36 Kr 3,25 3,28 3,37
86 Rn 10,7 10,8 11,3

dem kleineren Modellparameter (y & 1) erhalten, wihrend die groBeren Parameter
von Anhang A zu den besten Dichten und den direkt damit verkniipften Er-
wartungswerten fithren. Diese Situation — fiir verschiedene Zwecke sind ver-
schiedene Modellparameter optimal — ist typisch, wenn man komplizierte ener-
getische Phdnomene durch lokale Potentiale zu beschreiben versucht, und ist von
den Austauschpotentialen seit 1ingerem bekannt [29].

Im Gegensatz zu den Gesamtenergien E, die durch die Modifikation der
Statistik betrdchtlich verbessert werden, ist bei den thermodynamischen Drucken

dE .
p=— W[29] nur die Amaldikorrektur der Selbstwechselwirkung von aus-

schlaggebender Bedeutung, wie Fig. 5 zeigt.

E [aE]
1750
S— |
. 1
1500}
iig
1250 a
l\HF—Wert
1000 — . —
0 .25 5 75

v 1 [Mol/em?]

Fig. 4. Energie von Eisen als Funktion des Molvolumens. I: Thomas-Fermi-Methode. II: Thomas-
Fermi-Dirac-Amaldi-Methode, III: desgleichen, aber modifizierte Statistik, y=2,4, TV: dito, y=1,0
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Fig. 5. Statistisch berechnete Zustandskurven fiir 0° K (I: Thomas-Fermi-Methode; II: Thomas-

Fermi-Dirac-Methode; III: Thomas-Fermi-Dirac-Amaldi-Methode; IV: wie III, aber modifizierte
Statistik); ————— Aus experimentellen Daten extrapolierte Zustandskurven. a) Silber, Z =47, b) Zink,
Z =30, c) Eisen, Z =26

Molekiilbildung und statistische Theorie

Nach Riidenberg [33] besteht eine wesentliche Ursache der Molekiilbildung
darin, daB in der ,,Bindungsregion“ zwischen den Kernen die kinetische Energie
abnimmt, wihrend die Dichte hoher ist als im gleichen Abstand eines einsamen
Atomkerns. Es bedeutet, daB} im Bereich der Bindung die kinetische Energie keine
einfache Funktion der Elektronendichte sein kann. Mit anderen Worten, Aqui-
potentialkurven und Niveaulinien im Dichtediagramm, die im Atom parallel ver-
laufen, sollten dies im Molekiil besonders in der Bindungsregion nicht mehr tun.

Um das nachzupriifen, wurden TFA-Aquipotentialkurven und Dichteniveau-
linien fiir das HS berechnet. Fig. 6 zeigt, daB beide Kurvenscharen ,hinter” den
Kernen und besonders in den Aulenbezirken des Molekiils einigermaBen parallel
verlaufen, wihrend sie sich in der Bindungsregion tatsichlich unter Winkeln von
bis iiber 30° schneiden. Die Riidenbergschen Vorstellungen tragen damit zum
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Thomas-Fermi-Amaldi-Aquipotentiallinien. ————— Linien konstanter
Elektronendichte

Fig. 6. Hj -Molekiil.

Verstdndnis des Theorems von Balazs [1] bei, nach dem keine Theorie stabile
Molekiile liefert, in der die Elektronendichte eine einfache Funktion des Poten-
tials ist.

In der (vereinfachten (Gl. 20) wie auch der exakten) modifizierten Thomas-
Fermi-Gleichung ist die Dichte eine Funktion von Potential und Ort. Im Gegen-
satz zur iiblichen TF-Theorie und ihren Erweiterungen erfiillt die modifizierte
Statistik also die Voraussetzung des Balazs-Theorems nicht mehr. Trotzdem
scheint, nach einer expliziten Berechnung der asymptotischen Bindungskraft zu
urteilen, eine stabile Molekiilbildung weiterhin unmdéglich. Dies ist nach dem
Riidenbergschen Bild auch nicht weiter verwunderlich; denn die modifizierte
Statistik wirkt sich praktisch nur in Kernnéhe, nicht aber in der Bindungsregion
aus.

7. Anhang
A. Modellmapige Bestimmung der Heisenberg-Energie

Eine Moglichkeit, &y zu bestimmen, besteht iiber die folgende Forderung:
Fiir die energetisch tiefste Zelle des Einteilchenkonfigurationsraumes oberhalb gy
soll gerade

AxZ-Apﬁz—A: (A1)
erfiillt sein. Das Volumen dieser Phasenraumzelle ist
h3 R PMax
T=4TC3 = [ 4nridr | 4np*dp, (A2)
0 P, min

3 Theoret. chim. Acta (Berl.) Vol. 23
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wobei die Integrationsgrenzen durch

Poni =]/ Max[0; 2(eq~ V (7))] | (A3)
P Max — 2(80 - V(T)) (A4)
o =V(R) (A5)

miteinander verkniipft sind. Fiir die energetisch tiefliegenden Bereiche kann das
Atompotential in guter Niherung als
VA
V= - - (A06)

angesetzt werden. Die Auswertung des Integrals (A2) liefert unter Beriicksichtigung
der variablen Grenzen dann

8n3Z3 1 1
a2 VBT ( - ; ) (A7)
3 l/ - 80 l/: 8H
2
Multipliziert man den Integranden von (A2) mit %— , erhilt man
I 373 1
4nd . ApE = V32m’z ( _ ) (A8)
3 ]/ — &g I/ —én

Entsprechend ergibt sich

—s 77 1 1
4 A ( 7). (A9)

n' x:3]/3-2 ]ﬁ807_]/—sﬂ

Die numerische Behandlung des Gleichungssystems (A1, 7, 8, 9) liefert das Resultat
= —0804Z> (A10)

Fiir Phasenraumzellen, deren Unterkante energetisch hoher als —0,8 Z2 liegt, ist
die Heisenbergsche Unschirferelation erfiillt, fiir tiefer liegende Zellen dagegen
verletzt*. &y nach (A10) liefert sehr gute Gesamtenergien des statistischen Atom-
modells (s. Abschnitt 6, Tabelle 2 und Fig. 4). _

Zur Ableitung von (A10) hatten wir Ax? und 4 p? einzeln durch Mittelung iiber
eine Phasenraumzelle bestimmt. Im Rahmen eines Elektronengas-Modells ist es
aber genauso verniinftig, zunéichst 4 x? - Ap2 fiir ein Energieniveau ¢ zu berechnen
und diesen Wert dann iiber eine Zelle zu mitteln. Differenzieren von (A7)H9)
liefert

AV =\/2n%Z3%.(—&)~ 5% . de
A—p—i-dV=l/ %n323-(—s)_3’2-d8 (A11)

—s 7
Ax?-dV =——=732Z5% - (—g)”°1%ds
7R
4 Fiir sehr tiefliegende Zellen (g < —4.755 - Z2) wird 4p? - Ax2 allerdings wieder wenig groBer
als 1/4.
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woraus

(A12)

folgt. Mittelung iiber eine Zelle fithrt zu
1 o — — 4V 72 1 1
_ i 25< - S NONE)
4 4n 720 V —e e
Das Gleichungssystem (A7, 13) hat die Losung
ey=—1822-22. (A14)

Dieser Wert von & liefert ausgezeichnete Elektronendichten in Kernnihe (s. Ab-
schnitt 6, Fig. 2).

SchlieBlich kann man den Mindestimpuls p,,;, aus der Forderung bestimmen,
daB der mittlere Impulsbetrag [/p:2 in der tiefsten Zelle der GroBe h* dem wellen-
mechanischen Wert einer 1s2-Schale entspricht, d. h. es soll niherungsweise

p’=2* (A15)

sein. Fiir Phasenvolumen und Impulsquadrat gilt

1 1
W =8n3={dV="1/2r%Z3 — Al6
L i e e T IR
und
F-8n3=j;i.dV=4lﬁn3Z3< L 1 ) (A17)
V—SO l/—ﬁH
Die Gln. (A15-17) haben als Losung
3 .
gy=————+Z%>=-2390-72. Al8
H )% (A18)

Aufgrund dieser Ableitung verwundert es nicht, da man mit dem Heisenberg-
Parameter (A18) besonders gut den Zusammenhang von kinetischer Energie und
Elektronendichte erfaBBt (s. Abschnitt 3, Tabelle 1).

B. Korrigiertes statistisches Austauschpotential

Nach [29] besteht die Austauschkorrektur E, aus zwei Anteilen, dem ecigent-
lichen Austauscheffekt zwischen verschiedenen Elektronen und der Selbstwechsel-
wirkung. Wihrend im unendlich-ausgedehnten und homogenen Elektronengas
die Selbstwechselwirkung gegen Null geht, stellt sie bei den lokalisierten Wenig-
Elektronensystemen von Atomen den Hauptanteil dar (s. Tabelle 4).

Man sollte daher von der Austausch-Energie EFE, die in Freier Elektronengas-
Niherung nach Gl. (29) erhalten wird, zunichst den Selbstenergie-Anteil EFE ab-
ziehen, der einer homogenen Ladungswolke endlicher Elektronenzahl N ent-
spricht, und dann einen Anteil E2 hinzuziehen, der die Selbstenergie der stark
lokalisierten und inhomogenen atomaren Dichteverteilungen approximiert, etwa

3%
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Tabelle 4. Austauschenergien E, einiger Atome [in aE]

Z Atom Brutto-E, Selbst-  EFE® P i E coutomb EFE
nach Energie Elektronen- ¢ 3N N korrigiert
HF-Methode Anteil  gas-Niherung nach Gl. (B1)
in %
1 H 0312 100 0212(—32) 0212 0,312 0312( 0,0)
2 He 1,03 100 0,88 (—15) 0,70 1,03 1,21 ( 18,)
4 Be 2,67 98 232 (—13) 146 1,79 2,65 (—08)
10 Ne 12,1 83 10 (=9 st 6,6 125 ( 34)
18 Ar 303 75 278 (- 8) 106 129 301 (—08)
28 Ni 61,8 70 580 (- 6) 191 232 620 ( 04)
36 Kr 94,2 66 896 (— 5 271 32,6 950 ( 09)
54 Xe 180, 61 171 (~ 5 45, 53, 179,  (—0,5)
72 Hf 291, 56 29 (- 4) 67, 80, 292, ( 03)
8 Rn 390, 54 374 (- 4) 85, 100, 390, (—0,1)
102 No 520, 51 495 (= 5) 106, 125, 515, (—1,0)
@ Zahlen in Klammern: Abweichung in % vom Hartree-Fock-Wert.
nach Amaldi [30] den N-ten Teil der Coulombenergic E,
E_ ~ EF® _ EFE E, B1
a™~ a — s + 'N__ . ( )

3
2
Fiir EFF hatte Gombas [31] den Ausdruck (1 —|/1- ~N—) - EEE verwendet.

Diese Korrektur hat sich als etwas zu klein erwiesen [vgl. 297, Verwendet man als
Modell zur Beschreibung der Selbstwechselwirkung die potentielle Energie einer

_v4

0

X

° 1 R[ao]

Fig. 7. Austauschpotentiale fiir das Ge-Atom. mittleres Slatersches Austauschpotential, ——~---

.. L d .
statistische Approximation V=—d—(8-g). I: cinfache Elektronengasniherung nach GL (29), II:
g
gemiB Gln. (B1, 2) korrigiertes Potential
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homogenen Ladungskugel, erhélt man die Beziehung
c
N

Mit einem optimalen Wert fiir die Konstante von ¢ = 1,0 > wurden die korrigierten
Austauschenergien der Tabelle 4 berechnet. Ebenfalls recht befriedigend sind
mittlere Austauschpotentiale (fiirs Ge-Atom, Fig. 7), speziell fiir mittlere und fiir

EFE— EFE (B2)

. . . 1 .
groBe Kernabstinde, wo sie das richtige asymptotische Verhalten —— zeigen.
r

Ich danke Herrn Dr. E. Frenkel fiir Diskussionsbemerkungen und der GMD Bonn fiir Rechenzeit
auf der IBM 7090.
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